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Résumé. — Nous montrons que, si n > 3 et d > 2n, tout d-tissu de codimension 
un près d'un point de C", qui possède (2d — 3n + 1) relations abéliennes dont les 
1-jets sont linéairement indépendants, est isomorphe à un tissu algébrique. C'est en 
particulier le cas des tissus de rang maximal avec n > 3 et d > 2n. Le cas n = 3 est 
dû à Bol Le cas général résout un problème posé par Chern et Griffiths 151-171. 

We prove that, if n > 3 and d > 2n, a d-web in is isomorphic to an algebraic 
d-web, if it has {2d — 3n + 1) abelian relations, the l-jets of which are linearly indé- 
pendant. The case n = 3 is a theorem of Bol The gênerai case solves a problem 
which was first considered by Chern and Giffith 151-171. 



2 



JEAN-MARIE TRÉPREAU 



1. Introduction 

1.1. Tissus; tissus de rang maximal. — Pour fixer les idées et les notations, 
nous nous plaçons d'emblée dans la catégorie analytique complexe. Notre étude est 
locale au voisinage de dans C", avec n > 2. On notera Cq un tel voisinage, qu'on 
pourra réduire autant qu'on veut. On note (2:0, . . . ,Xn-i) les coordonnées d'un point 
de C". Cette convention inhabituelle sera commode dans certains calculs. 

On se donne un entier d > 1 et un d-tissu T^^^ au voisinage de dans C", i.e. une 
famille de d feuilletages de codimension un, en position générale. On note 

Uq(x), a — 1, ... ,d, 

des fonctions de définition des feuilletages : les feuilles du a-ième feuilletage sont 
les hypersurfaces de niveau {ua{x) = este} de la fonction Ua{x). L'hypothèse de 
position générale signifie que toute famille d'au plus n éléments extraite de la famille 
de différentielles dui{Q), . . . , dud{0) est libre. 

Une relation abélienne du tissu T est un d-uplet z{x) = {zi{x) , . . . , Zd{x)) de fonc- 
tions analytiques près de tel que 

d 

(1) Za{x) dUa{x) = 

a=l 

et que, pour tout a, la fonction Za{x) soit constante le long des feuilles du a-ième 
feuilletage, autrement dit : 

(2) dza{x) A dua{x) =0, a — \, . . . ,d. 

Ces relations forment un espace vectoriel dont la dimension est appelée le rang du 
tissu. Bol dans le cas n = 2, puis Chern dans le cas général, ont montré que le rang 
d'un tissu T est au plus égal au nombre entier 

+00 

(3) 7r(n,d) =^(d-g(n-l)-l)+. 

q=l 

(Si m G Z, on note (m)+ — max(0,m).) Nous rappelons une démonstration de cette 
inégalité dans le §2.2. Un tissu de rang 7r(n, d) est dit de rang maximal. 

1.2. Le problème de l'algébrisation. — La géométrie algébrique donne des ex- 
emples de tissus, en particulier de tissus de rang maximal. C'est, avec le problème 
inverse, l'un des thèmes majeurs de l'école de Blaschke entre 1927 et 1938, voir 

Le problème inverse est de savoir si tous les tissus de rang maximal viennent de la 
géométrie algébrique, à difféomorphisme local près. 

Soit C une courbe algébrique de degré d dans l'espace projectif complexe P", non- 
dégénérée, c'est-à-dire qui n'est pas contenue dans un hyperplan de P". Soit xç, un 
point de l'espace P" des hyperplans de P". On suppose que l'hyperplan xq coupe 
la courbe C en d points distincts Pa{xçi), ce qui est vérifié pour xq générique. Tout 



(^'On ne considère ici que des tissus de codimension un. Nous espérons aborder le cas des tissus de 
codimension supérieure dans un prochain travail. 
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hyperplan x voisin de xq coupe aussi la courbe C en d points distincts Pa{x). Par 
dualité projective, les points Pa{x) définissent d hyperplans de P" passant par x. 
Parce que la courbe est non-dégénérée, ces hyperplans sont les feuilles d'un d-tissu au 
voisinage de xq. 

Les tissus obtenus de cette manière sont dits algébriques. Un tissu est algébrisable 
s'il est isomorphe à un tissu algébrique par un difféomorphime analytique local. 

A ce point, le théorème d'addition d'Abel est fondamental. Avec les notations 
précédentes, si w est une 1-forme holomorphe sur C et pq un point donné de C, la 
somme 



ne dépend pas de l'hyperplan x voisin de xq. On peut en fait démontrer que l'espace des 
1-formes holomorphes sur la courbe est isomorphe à l'espace des relations abéliennes 
du tissu associé. En particulier, le rang de ce tissu est égal à la dimension de l'espace 
des 1-formes holomorphes sur C, autrement dit au genre arithmétique de C . 

Le nombre 7r(n, d) défini par (PJ est aussi la borne de Castelnuovo pour le genre 
arithmétique d'une courbe non-dégénérée de degré d dans P". Une courbe non- 
dégénérée de genre 7r{n, d) est dite extrémale. On peut ainsi associer un tissu de rang 
maximal à toute courbe extrémale. 

Il y a une importante différence, qui réapparaîtra, entre le cas n = 2 et le cas 
n > 3. Le genre arithmétique d'une courbe plane de degré d est toujours égal à 
7r(2,d) = [d — l)((i — 2)/2; le tissu associé est donc de rang maximal. Si n > 3, la 
situation est toute différente. Les courbes extrémales sont l'exception. 

1.3. Enoncé du résultat principal. — C'est le suivant : 

Théorème 1.1. — Si n > 3 et d > 2n, tout d-tissu de rang maximal au voisinage 
d'un point de C" est algébrisable. 

On démontre en fait un résultat plus fort, voir le Théorème 12.41 D'autre part et 
modulo des variations mineures, la démonstration s'applique aussi aux tissus réels de 
classe C°° au voisinage d'un point de M". 

Pour n = 3, l'énoncé précédent est un théorème de Bol publié en 1933, voir 0]. 
Le cas d = 2n est classique pour tout n; on en reparlera. En 1978, Chern et Griffiths 
ont publié une démonstration du résultat général, mais elle comportait une erreur 
qu'ils n'ont pas pu corriger, voir IHl) El - À notre connaissance, notre résultat est donc 
nouveau quel que soit n > A et d > (2n-|-l). 

Pour moduler cette affirmation, il faut dire que la nouveauté, dans la démonstration, 
se réduit à peu de choses. La stratégie générale de la démonstration, qu'on appellera 
la « méthode standard », est celle-là même que Bol a introduite pour n = 3 et que 
Chern et Griffiths ont ensuite adaptée à la dimension quelconque. Dans le cadre 
de cette méthode, le point crucial consiste à montrer qu'une certaine fonction </> 
de (n -|- 1) variables, construite à partir des relations abéliennes d'un tissu de rang 
maximal et à valeur dans un certain espace P™, prend ses valeurs sur une surface 
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de P'". La démonstration de Bol est indirecte et repose sur une analogie entre les 
équations que vérifient les fonctions de définition d'un tissu de rang maximal et 
la « géométrie de Weyl ». Chern et Griffiths poursuivent cette idée et cherchent à 
montrer que ces équations définissent une « géométrie des chemins ». Notre apport 
consiste en la remarque qu'il s'agit, dans les deux cas, de calculs à l'ordre deux et 
que donc, si la méthode standard peut mener au résultat escompté, ce qu'on sait être 
vrai au moins si n = 3, un calcul direct doit permettre de montrer que l'application 
(p est de rang 2 et d'échapper à des considérations géométriques plus subtiles. C'est 
en effet le cas. Il n'est pas exclu, mais nous ne l'avons pas vérifié, que des calculs 
analogues permettent de terminer la démonstration inachevée de Chern et Griffiths 
en en conservant la ligne générale. Quoi qu'il en soit, la démonstration directe est 
plus courte et plus élémentaire. 

1.4. Le théorème d'Abel inverse. — On appelle tissu linéaire un tissu dont 
les feuilletages sont des feuilletages en (morceaux d') hyperplans. Un tissu est 
linéarisahle s 'il est localement difféomorphe à un tissu linéaire. Par construction, les 
tissus algébriques sont linéaires. Les tissus algébrisables sont donc linéarisables. 

Le « théorème d'Abel inverse » est un résultat fondamental de la théorie. Il s'énonce 
ainsi : tout tissu linéaire qui possède une relation abélienne z{x) = (zi(a;), . . . , Zd{x)), 
dont aucune composante Za{x) n'est identiquement nulle, est algébrisable. Le cas 
n = 2 est dû à Blaschke et Howe et le cas général fait l'objet de la première partie de 
l'article [3] de Bol ; voir aussi Griffiths [S] pour des versions encore plus générales de ce 
théorème, en particulier pour des tissus de codimension plus grande. Pour démontrer 
le Théorème il suffit donc de montrer que, sous les hypothèses de l'énoncé, le 
tissu est linéarisahle. 

1.5. Ce qui se passe si n = 2 ou si (n + 1) < d < (2n — 1). — Rappelons-le 
brièvement. Quel que soit n > 2, un rf-tissu est linéarisahle si 1 < < n ; il suffit de 
prendre ses fonctions de définition comme partie d'un système de coordonnées. Un 
(n + 1) -tissu n'est pas linéarisahle en général, mais un (n -|- 1) -tissu qui possède une 
relation abélienne non triviale (noter que 7r(n, n -|- 1) = 1) est linéarisahle. En effet, 
étant donné une relation CQ-Q, on peut, pour tout a, écrire Za{x) — /a(ua(a;)) et 
introduire une primitive ga de fa nulle en Ua{0). On a alors la relation : 

n+l 

Q = l 

On peut prendre les fonctions gaiua{x)) comme fonctions de définition des feuil- 
letages. En changeant de notation, on a donc la relation X]aii'"a(^) — 0- Il suffit 
maintenant de prendre ui(x), . . . , Un{x) comme nouvelles coordonnées xq, . . . , Xn-i. 
Dans ce système de coordonnées, le dernier feuilletage est défini par la fonction linéaire 

{xo-\ h Xn-l). 

Du point de vue de l'algébrisation des seuls tissus de rang maximal (on pourrait 
envisager des hypothèses plus faibles que d'être de rang maximal), le cas n = 2 des 
tissus plans est très particulier. La situation est actuellement la suivante. On a dit que 
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tout 4-tissu plan de rang maximal est algébrisable. Bol a donné le premier exemple 
d'un d-tissu plan de rang maximal non algébrisable, avec d — 5. D'autres exemples 
ont été découverts récemment, pour des valeurs de d comprises entre 5 et 10 ; voir '5] 
et sa bibliographie. Mis à part ces résultats partiels, la question de l'algébrisation des 
tissus plans de rang maximal est ouverte. 

On suppose maintenant n > 3 et (n + 2) < d < (2n — 1). Considérons la famille des 
d-tissus T de la forme suivante. D'une part, ils contiennent le (ri + 1) -tissu Tq défini 
par les fonctions coordonnées ui{x) — xq, . . . , Un{x) — Xn-i et la fonction 

Un+l{x) = Xo H h Xn-l- 

D'autre part, leurs autres fonctions de définition sont de la forme 

Ua{x) = Uao{xo) H h C/q„_i(x„_i), a = n + 2, . . . , d, 

en respectant seulement les conditions sur les dUa ^^ (0) qui assurent que les feuilletages 
sont en position générale. Quand on les différentie, les définitions précédentes devi- 
ennent {d — n) = 7r(n, d) relations abéliennes indépendantes : les tissus de la famille 
sont de rang maximal par construction. 

Si un difféomorphisme local linéarise un tissu T de la famille, il transforme en 
particulier le (n + 1) -tissu linéaire Tq en un tissu linéaire 0(7ô). Le tissu Tq est de 
rang maximal = 1. D'après le théorème d'Abel inverse, le tissu 4>{Tq) est associé 
à une courbe algébrique de degré {n + 1) dans P". On vérifie d'autre part que les 
transormations qui conservent le tissu Tq sont affines. 

On obtient ainsi que les tissus linéarisables de la famille ne dépendent que d'un 
nombre fini de paramètres. Un tissu de la famille n'est donc pas linéarisable en général. 
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2. La borne de Chern et une version précisée du Théorème 11.11 

2.1. Rang d'un système de puissances de formes linéaires. — On a besoin de 
quelques résultats préliminaires sur le rang du système des puissances d'ordre donné 
d'une famille de formes linéaires. On suppose n > 2 et d > 1. Soit 

li{x), . . -Jdix), 

des formes linéaires en position générale, i.e. telles que toute famille extraite de car- 
dinal < n soit libre. Posons : 

(4) rç = dim(C?i(.T)« + --- + C/d(x)«), q>0. 
Lemme 2.1. — Pour tout n >2 et pour tout q >0, on a les inégalités 

(5) rq+i > mm{d, rq + {n - 1)), > min(d, q{n - 1) + 1). 

Démonstration. — Si p G N, notons L{p) l'espace engendré par Ii{x)p, . . . , ld{xY . 

On a bien sûr rp = 1 ; on a ri = min((i, n) car les formes sont en position générale. 
Soit maintenant q>\. On fait les hypothèses de récurrence : 

> min((i, rq_i + (n — 1)), Tp > min((i, p(n — 1) + 1) si p = 0, . . . , g. 

On note r — rq. On peut supposer que L{q) est engendré par li{x)'^, . . . ,lr(xY. 
Soit X — X]fe=o o,kd/dxk un vecteur non nul tel que : 

X- Ir+a = 0, a = 1, . . . , S := min((i — r,n — 1). 
L'hypothèse de position générale permet de supposer en outre 

X-/„^0, a = l,...,r. 
Le vecteur X induit une application linéaire 

X : L{q + l)^L{q). 

Elle est surjective car 

{X-ll+^){x) = {q + l){X-l^)l^{xf 

avec X ■ la ^ Q SI a est compris entre 1 et r. Ceci montre déjà qu'on a Tç+i > rq. 
On peut appliquer ce résultat préliminaire aux formes lr+i{x), . . . ,lr+s{x) : l'espace 
engendré par leurs puissances ((7+l)-ièmes est de dimension > min(s, q{n—l) + \) = s. 

Comme le noyau de l'application X contient lr+i{xY^^ , . . . ^lr+s{xY^^ , il est de 
dimension > s. On obtient 

fq+i > r + S > r + min((i — r, n — 1) > min((i, + (n — 1)) 

et, par hypothèse de récurrence, r^+i > min(d, {q + l)(n — 1) + 1). □ 

Si n = 2, on a ainsi rq > mm{d, q + l). Comme l'espace des polynômes homogènes 
de degré q en deux variables est de dimension [q + 1), on en déduit : 

Corollaire 2.2. — Si n — 2, on a l'égalité rq = min((i, q + 1) pour tout q > 0. 

La discussion est plus subtile si n > 3. On la complétera dans le §2.5 en rappelant 
un lemme classique de Castelnuovo. 
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2.2. Relations abéliennes de valuation donnée. — Revenons à nos tissus. On 
suppose n > 2 et d > {n + 1). On considère un d-tissu T près de G C", défini par 
des fonctions Ua{x). On écrit 

Ua{x) — Ua{0) + la{x) + 0(2), a = 1, . . . ,d, 

où loi{x) est une forme linéaire. On note encore Vq le rang du système li{x)'' , . . . , ld{xY ■ 
Soit E{q) l'espace des relations abéliennes 

z{x) = (2:1(2:), . . .,Zd{x)) 

dont la valuation^^) est > q. On définit ainsi une suite décroissante d'espaces ; -E(O) 
est l'espace de toutes les relations abéliennes du tissu. Soit z{x) G E{q). On écrit 

Za{x) — a^UaixY + 0{q + 1), a = l, . . . ,d. 
En prenant la partie principale de l'équation Za{x) dua{x) — 0, on obtient : 

d 

Y,aJ^{xY+^ ^Q. 

On peut aussi voir la relation ci-dessus comme une équation linéaire en (ai, ... , ad)- 
Il est clair que l'espace de ses solutions est de dimension [d — r^+i). On en déduit : 

(6) dim E{q) - àmiE{q + 1) < d - r^+i, 

(7) dim£;(0) <^(d-rç). 

9=1 

D'après le Lemme lTTl on a (d — rg) < {d — q{n— 1) — 1)+. On retrouve ainsi l'inégalité 
de Chern : le rang p d'un tissu est au plus égal au nombre n^n^d) défini par Le 
lemme donne aussi : 

(8) p = Tr{n,d) =^ ( Vq > 0, = min(d, (î(n - 1) + 1) ) . 

En général, l'inégalité Q est stricte. 

Si les fonctions de définition Ua (x) sont linéaires (le tissu est alors composé de fais- 
ceaux d'hyperplans parallèles), les composantes homogènes d'une relation abélienne 
du tissu sont des relations abéliennes. On a donc : 

Le rang p d'un tissu défini par des formes linéaires /i(a;), . . . , ld{x) est donné par 
la formule p = ~ ''?)■ rang d'un tissu est au plus égal au rang du tissu 

dont les éléments sont les faisceaux d'hyperplans parallèles aux hyperplans tangents 
aux feuilles du tissu initial issues d'un point donné. 



'■^'Si / est analytique au voisinage de 0, on note f = 0{q) et on dit que / est de valuation > g si les 
coefRcients des termes de degré < q dans le développement de / en série entière sont nuls. 
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Comme on a dit, la borne de Chern TT{n,d) est atteinte par les tissus associés aux 
courbes extrémales de P". On a toutefois les exemples très simples suivants de d-tissu 
de rang maximal n(n,d). Posons : 

Tl-l 

l{t,x) = ^t^x^. 

On remarque que l{t, xY est un polynôme en t de degré < q{'n — 1). Il en résulte que, 
sv 9i, . . . ,9d sont des nombres complexes deux à deux distincts et que l'on choisit 

li{x) = l{9i, a;), . . . , ld{x) = l{9d, x), 

le rang du système li{xY , . . . ,ld{xY est < {q{n—l) + 1) donc = niin((i, q{n — l) + \). 
Le tissu défini par les formes linéaires li{x), . . . ,ld{x) est donc de rang 71(71, d). Le 
Lemme l2.fil ci-dessous montre que la réciproque est vraie : si d > (2n +1), un d-tissu 
défini par des formes linéaires et de rang maximal est de la forme précédente, à une 
transformation linéaire de C" près. 

2.3. Un raffinement du Théorème 11.11 — On suppose d > 2n. Il résulte de 
la discussion précédente que la dimension des espaces E{Q)/E{1) et E{l)/E{2) est 
majorée par [d — n) et (d — 2{n — 1) — 1), respectivement. La dimension de l'espace 
E{0)/E{2) est donc majorée par {2d — 3n + 1). D'après on a l'égalité dans les 
trois cas si le tissu est de rang maximal. 

Définition 2.3. — Un d-tissu près d'un point de C" est de rang maximal en valu- 
ation < 1 s'il possède un système de {2d — 3n + 1) relations abéliennes dont les 1-jets 
sont linéairement indépendants. 

La condition sur les 1-jets est évidemment ouverte. La discussion qui précède 
l'énoncé montre aussi qu'un tissu de rang maximal en valuation < 1 a, en tout point 
voisin de 0, (d — n) relations abéliennes dont les -jets sont linéairement indépendants 
et [d — 2n + 1) relations abéliennes de valuation 1, dont les 1-jets sont linéairement 
indépendants. On démontrera : 

Théorème 2.4. — Si n > 3 et d > 2n, un d-tissu de rang maximal en valuation < 1 
au voisinage d'un point de C" est algébrisable. 

Le Théorème 11.11 est un cas particulier. L'idée de ce raffinement n'est pas nouvelle. 
Dans le cas n = 3, il est mentionné dans les compléments au §35 de j^, avec une 
formulation différente. 

2.4. Courbes rationnelles normales. — On se donne un entier m > 2. Les 
coordonnées homogènes d'un point de P™ sont notées {xq, . . . , Xm). On appelle points 
de base de P™ les (m-fl) points dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf une. Une 
famille de points de P™ est en position générale si toute famille extraite de cardinal 
< (m -|- 1) est projectivement libre. 

On appelle courbe rationnelle normale de degré m dans P™ toute courbe qui admet 
une paramétrisation de la forme : 

X{t) = {PQ{t),...,Pra{t)), 
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où Po,...,P„j forment une base de l'espace des polynômes de degré < m en une 
variable. Par la méthode de Gauss, on voit qu'une courbe rationnelle normale est 
projectivement équivalente à la courbe Cm donnée par : 

Toute famille de points d'une courbe rationnelle normale est en position générale. Il 
suffit de le vérifier pour une famille de (rn + 1) points de Cm, autrement dit de vérifier 
que que si Iq, . . . , t„i G C sont deux à deux distincts, la relation J2]Lo '^j^i^j) = 
n'est vérifiée que si tous ses coefficients sont nuls, ce qui est facile. On a en fait la 
propriété un peu plus forte suivante, dont on laisse la démonstration au lecteur : 

Un sous-espace P'^ de dimension d < {m — 1) coupe une courbe rationnelle normale 
de P'" en au plus (d + 1) points, compte tenu des multiplicités. 

On a aussi : 

Par {m + 3) points de P™ en position générale, il passe une et une seule courbe 
rationnelle normale. 

On peut supposer que la famille de (m + 3) points est constituée des (m+ 1) points de 
base et de deux autres points, représentés par x' = {xq, . . . , x'm) et x" = (xq , . . . , x'^). 

Les paramétrages des courbes rationnelles normales qui passent par les points de 
base en temps fini sont donnés par : 

.,).,n(.-.,))(^,...,^,. 

3=0 

Un automorphisme de P^ permet encore de supposer que la courbe passe par les points 
représentés par x' et x" pour t — oo et t — respectivement et que 0o est donné. 
On obtient les conditions : 

kj — k X j ^ kj 1 j — k X j ^ j — 0, . . . , ?tz, 

avec deux nouveaux paramètres k' et k" non nuls. Par homogénéité, on peut sup- 
poser fc' = I. Le premier système d'équations détermine alors kg, ... , km. L'équation 
ko/ 00 = k" détermine k" et les autres déterminent uniquement 0i, . . . , 9m ■ 

2.5. Le lemme de Castelnuovo. — L'importance de ce lemme pour notre sujet a 
d'abord été reconnue par Chern et Griffiths Nous en rappelons une démonstration, 
inspirée de 0. Nous continuons avec les notations du paragraphe précédent. 

Soit C'm+i(2) l'espace vectoriel de dimension (m + I)(to + 2)/2 des polynômes de 
la forme : 

Q{x^ ^ ^ dij XiXj. 

0<i<j<m 

A toute famille F de points de P™, on associe le sous-espace VÇT) des polynômes 
Q € C'm-|_i(2) qui s'annulent en tous les points de T. 

On dit que la famille F impose r conditions indépendantes aux quadriques qui la 
contiennent si V{T) est de codimension r dans C'm+i(2). 
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Lemme 2.5. — Si d < (2m + 1), d points en position générale dans imposent 
d conditions indépendantes aux quadriques qui les contiennent. 

Démonstration. — Soit pi,. . . ,Pci G P"* en position générale. On obtient d conditions 
sur les coefficients d'un polynôme Q G V{T) en écrivant qu'il s'annule aux points 
Pi, . . . ,pd. Ces conditions sont linéairement indépendantes. En eflFet, si io G {1, . . .,d} 
et compte tenu de l'hypothèse de position générale, il existe une réunion de deux 
hyperplans (une quadrique !) qui contient les Pi, i ^ io, mais pas Pi,^. □ 

Si C est une courbe rationnelle normale, paramétrée par un polynôme x{t) de degré 
m, Q{x{t)) est un polynôme de degré < 2m pour tout Q G Om+i{2). On en déduit que 
la codimension de V(C) est < (2m + 1) donc = (2m + 1) d'après le lemme précédent. 
La réciproque fait l'objet du lemme suivant : 

Lemme 2.6 (Castelnuovo). — Soitd> (2m + 3). Si d points en position générale 
dans P™ imposent (2m + 1) conditions indépendantes aux quadriques qui les contien- 
nent, ils appartiennent à une même courbe rationnelle normale de degré m. 

Démonstration. — On peut supposer que la famille de points considérée F contient 
les points de base. D'autre part, les hypothèses de l'énoncé impliquent que F n'est 
pas contenu dans la réunion de deux hyperplans. 

Tout Q G ^(F) est une combinaison linéaire de monômes de la forme 3C % CCj cl VC C 
i < j et s'écrit, de manière unique, 

Q{x) = XmL{x') + R{x'), 

où x' = {xo, . . . , Xm-i), L{x') est une forme linéaire et R{x') appartient à l'espace de 
dimension m(m — l)/2 engendré par les monômes XiXj, avec i < j et i ^ m, j ^ m. 
Si R{x') est le polynôme nul, on obtient Q{x) = XmL{x') et Q doit être nul puisque F 
n'est pas contenu dans la réunion de deux hyperplans. L'application qui associe R{x') 
à Q{x) G V{T) est donc injcctive. Elle est aussi surjective puisque, par hypothèse, 
V{r) est de dimension (m + l)(m + 2)/2 - (2m + 1) = m(m - l)/2. 

Il existe donc une base de 1^(F) composée d'éléments de la forme : 

XmLij{x') + XiXj, 0<i<j<m — 1. 

On en extrait les éléments suivants : 

Qj{x) = XmLj{x') + xoXj, j = 1, . . . ,m - 1. 

Pour tout j et k, j ^ k,le polynôme 

Lk{x')Qj{x) - Lj{x')Qk{x) = xo{Lk{x')xj - Lj{x')xk) 

s'annule sur F. Le polynôme Lk{x')xj — Lj{x')xk G Om+i{2) s'annule aux points de 
F, sauf peut-être aux m points de base de l'hyperplan d'équation {xq = 0}. Il s'annule 
aussi aux (m — 2) points de base du sous-espace d'équation {xq = Xj = Xk = 0}. Ce 
polynôme s'annule donc au moins en (d — 2) > (2m, + 1) des points de F. Compte 
tenu du lemme précédent et de l'hypothèse, il s'annule sur F : 

Lk{x')xj - Lj{x')xk G V(F), j, fc = 1, . . . ,m - 1. 
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En particulier, le coefficient de xj dans Lk{x') est nul s\ j ^ k et j ^ 0. Les Lj{x') 
sont donc de la forme suivante : 

Lj{x') = GjXj + bjXo, j = 1, . . . ,m — 1. 

Soit C l'ensemble algébrique, qui contient F, défini par les équations : 

{ttjXm + Xo)Xj + bjXmXo =0, j = 1, . . . , m - 1, 
(ttfe - aj)xjXk + {bkXj - bjXk)xo = 0, j, /c = 1, . . . , m - 1. 

Si Uj ou bj était nul, ajXmXj + bjXmXo + xqXj € ^(r) serait un produit de formes 
linéaires, ce qui est impossible. Si l'on avait j ^ k et aj = ak, (bkXj — bjXk)xo € V{T) 
serait un produit de formes linéaires, ce qui est impossible. On a donc Uj =/= et bj ^ 
pour tout j et aj ^ ak pour tout j ^ k. On en déduit en particulier que les points 
de C tels que a;o = sont des points de base. On paramètre les points de C tels que 
7^ en posant xq = 1, Xm = t et en résolvant le premier système d'équations. On 
obtient : 

bit bm-lt s 

1 + air 1 + 

C'est une paramérisation homogène d'une courbe rationnelle normale de degré m qui 
passe aussi par les points de base. On conclut que cette courbe coïncide avec C. Le 
lemme est démontré. □ 
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3. Rang maximal : conditions différentielles d'ordre un, d'ordre deux 

3.1. Introduction. — Les fonctions de définition d'un tissu de rang maximal en 
valuation < 1 vérifient un système général d'équations différentielles du premier et du 
second ordre si n > 3 et d > (2n +1). Ce n'est pas le cas si n = 2. Il peut être utile de 
préciser que ces conditions, à elles seules, ne semblent pas impliquer la linéarisabilité. 
Pour démontrer le théorème principal, outre ces conditions, nous utiliserons à nouveau 
l'existence de relations abéliennes en nombre suffisant. La présentation ci-dessous est 
légèrement différente de celle de 4 et de celle de j6j. 

On note C'„(2) l'espace des polynômes g de la forme 

(9) 5(0= E 

Au polynôme ((HJ, on associe les opérateurs '^'^^ 

g{Vv){x) ^ E gf,i,dxv{x)d^^v{x), 

g{d)v{x) = g^,^dl^^v{x). 

On suppose n > 2 et d > {2n+ 1). On considère un d-tissu près de G C", de rang 
maximal en valuation < 1, défini par des fonctions . . . , Ud{x). 

On fixe un point x voisin de 0. On écrit : 

Ua(x + y) = Ua{x) + l^iv) + Qq(j/) + 0(3), a = 1, . . . , d, 

011 la{y) = TT^=^yiJ.'^xUa{x) et Qa{y) Gst un polynômc homogène de degré 2, dont 
les coefficients dépendent bien siir de x. Soit z ~ (zi, . . . , Zd) une relation abélienne 
du tissu, avec 

Za{x + y) ^ aa + bJaiy) + 0(2), a = 1, . . . , d. 
Le calcul modulo 0(2) de la relation ■^a du^ — donne 

d d 1 

(10) EacZc(2/) =0, Xl'^"'3"(y)+ 2^^"^"^^^^ "'^^ 

a—l a—1 a—1 

On considère maintenant (jlO(l comme un système d'équations en a = (ai, . . . , ad) et 
en & = (bi, . . .,bd). 

3.2. Conditions du premier ordre. — On a : 

Lemme 3.1. — Si n > 2 et d > (2n + 1) et si le tissu T est de rang maximal en 
valuation < 1, il existe une base de 1-formes uj(){x), . . . ,LUn-i{x) telle que les fonctions 



'■^'On note dx^ au lieu de d/dXfj_ et d^^x,, li^^ '^^ j dx^^dxi, . 
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de définition ui{x), . . . ,Ud{x) de T vérifient 

n-1 

(11) dUa{x) = ka{x) 9a{xY COfijx) 

pour des fonctions ka{x) et 0a{x) convenables. 

On dira d'une telle base de 1-formes qu'elle est adaptée au tissu T. 

Démonstration. — L'énoncé est invariant par difféomorphisme local. Pour obtenir 
l'existence d'une base de 1-formes régulières, il est commode de supposer que 
. . . ,M„(x) sont les fonctions coordonnées. 
Comme on l'a vu dans le §2.2, si le tissu est de rang maximal en valuation < 1, 
il a {d — 2n + 1) relation abéliennes de valuation 1 au point x, dont les 1-jets sont 
linéairement indépendants. En particulier, l'espace des solutions de la forme (0, b) de 
Hl()() est de dimension (d — 2n + 1). Comme 

n-1 

Liyy ^ ^ Vt^VydxUa{x)dxJlla{x), Q; = 1, . . . , d, 

cela revient à dire que la matrice de dimension d x n{n — l)/2, dont les entrées sont 
les nombres {dx^Ua{x) dxjUa{x)) , est de rang (2n — 1), ou encore que l'espace des 
polynômes g G C'„(2) tels que 

g{Vua){x) =0, a = l,...,(i, 

est de codimension {2n — 1). 

Cette propriété se traduit aussi de la façon suivante : les d > (2(n — 1) + 3) points 
de P"~i en position générale repésentés par les vecteurs 

VUa{x) = {dxaUa{x), . . . , dx„_^Ua(x)), 

imposent (2(r7, — 1) + 1) conditions indépendantes aux quadriques qui les contiennent. 
D'après le lemme de Castelnuovo, ils appartiennent à une courbe rationnelle normale 
de degré (n — 1). 

La construction qu'on a décrite dans le §1.4 montre que la courbe rationnelle nor- 
male qui passe par les points de base de P"~^, qui sont représentés par hypothèse par 
les vecteurs Vmi(x), . . . , Vu„(a;), et les deux autres points représentés par Vu„+i(x) 
et Vu„+2 {x) , admet une représentation paramétrique homogène de la forme 

= {Pl{x,t), . . . ,Pn{x,t)), 

OÙ les pj {x, t) sont des polynômes de degré < (n—l) en t dont les coefficients dépendent 
régulièrement de x. On peut aussi écrire : 

ri-l 

x{t) = ^ {af,o{x), a^(„_i)(a;)) t^' . 
La base des 1-formes llj^{x) — X]a=o '^pa(^) "^^a est adaptée au tissu T. □ 
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3.3. Conditions du second ordre. — On continue la discussion. Le tissu T a 
aussi (d — n) relations abéliennes dont les 0-jets au point x sont indépendants. Ceci 
entraîne en particulier que, pour toute solution a G de la première équation de 
l(TT)|. il existe une solution 6 G de la deuxième. Donc : 

d d 

(y) e {Ch{y)' + --- + Cld{y)') 

Q — 1 Q — 1 

pour tout a G C^. C'est une condition sur les Qa{y), non triviale si li{y)^, ■ ■ ■ , ld{y)'^ 
n'engendrent pas l'espace des polynômes homogènes de degré 2. 

Pour l'expliciter, prenons li{y), . . . ,ln{y) comme nouvelle base de l'espace des 
formes linéaires. Soit : 

n 

les formules de passage. Si a G {1, . . . , d}, on a 

n /n— 1 \ 

^a(y) = X! XI ^M^xUa^ix) j lj{y). 

3=1 \m=0 / 

On en déduit : 

n /n— 1 \ 

Qo.{y) -Y.\Y. ^M^xM^) QAv) e {Ch{yf + • • • + Uyf). 

Soit g G On (2) un polynôme tel que : 

g{Vua'){x) =Çl, a' = l,...,d. 

On remarque que : 

0<fj,<u<n-l 

puisque la'{0) = 0, pour tout a' G {!,... ,d}. On a donc g{dy)Q{0) = pour tout 
Qiy) G {Ch{yf + ■■■ + ldiy)^). On en déduit : 

n / n — 1 \ 

g{dy)Qc,iO) = ^ ^a„(9:r^u„(a;) | g{dy)Qj{0). 

D'autre part : 

g{dy)Qa{0) = g{d)ua{x), a = 1, . . . , d. 
En posant — X]J=i '^w 9{(^y)Qj{^)^ obtient ainsi, au point /îxé x : 

n-l 

g{d)ua{x) = ^ rUf^dx^Uaix) a = 1, . . . , d. 



SUR L'ALGÉBRISATION DES TISSUS 



15 



On traduit maintenant ce résultat dans une base de 1-formes adaptée au tissu. On 
introduit la notation : 

n-1 

(12) (/.(a:) = ^((/.)^(a:).^4x) 

pour la décomposition d'une 1-forme (f>{x) dans la base ^0(2;), . . . ,a;„_i(a;). 

Lemme 3.2. — Soit n > 2 et d > {2n +1). Soit T un tissu de rang maximal en 
valuation < 1 et uJoix), . . . , Ci;„_i(x) une base de 1-formes adaptée au tissu. Avec les 
notations du Lemme lH.U on a : 

Pour tout fj, G {0,...,n — 2}, il existe des /onctions 771^9(2;), to^(„_i) (x) telles 
que : 

n-1 

(13) {d{ka0a))fi{x) - {dka)f_,+iix) ^ ka{x)'^mf^x{x)Oa{x)^, a = l,...,d. 
Si de plus n > 2, il existe des fonctions n^Q{x), . . . , n^n{x) telles que : 

n 

(14) ea{x){dea)^{x)-{dec?,^+i{x)^^n^,x{x)ec,{xf, a = l,...,d. 

A=0 

Remarque 3.3. — On peut montrer que la condition (|14() est une condition 
nécessaire de linéarisabilité, pour un tissu de la forme ()ll|l. même si n = 2. Elle n'est 
pas vérifiée en général par un tissu plan de rang maximal, mais c'est une condition 
nécessaire (d'après ce qu'on vient de dire) et suffisante (compte tenu de la suite de la 
démonstration) pour qu'un tissu plan de rang maximal soit algébrisable. 

Démonstration. — On passe de la base canonique à la base adaptée par des formules 
du type 

n-1 

dxx^'^bx\'{x)LJx'{x), A = 0, ...,n-l. 

A'=0 

Pour alléger les écritures, notons u{x) l'une quelconque des fonctions Ua{x) et : 

n-1 

du{x) = ^k{x)e{xYuj^{x). 
On a aussi du{x) = X!a=o (^xx^i^) dx\, donc : 

n-1 

k{x)0{xr = Y. ^A^(x)a,,u(x). 
A=0 

Soit /Lt, n', y, u' quatre entiers compris entre et (n — 1) tels que ji + v = ^-i' + v' . De 
toute évidence, k{x)e{xY k{x)9{xy = k{x)6{xy k{x)6{xY' . On a donc : 

n-1 

ib\f_i{x)byi,{x) - bx^,{x)bx'i,'{x)) d^^uix) dx^,u{x) = 0. 

A,A'=0 
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Cette relation est vérifiée pour tout u e {ui, . . . , u^}. Compte tenu de la discussion 
qui précède l'énoncé, il existe donc des scalaires m\{x) tels que 

n— 1 TL—1 

(15) (^AM(a;)&Av(a;) - bx^'ix)byu'ix)) dl^^^u{x) ^ ^ mxix) d^^u{x), 

pour tout u G {ui, . . . , Ud}- Insistons : les m\{x) dépendent de /i, fj,' et v' , mais pas 
du choix de u ! 

On a d'autre part : 

n— 1 n— 1 

(d(fc0'')),,(x) = = &A^(a:) 5,,(&Ava.,,7/)(x) 

71 — 1 n—1 
A,A'=0 A,A'=0 

Compte tenu de H15|l et du fait que dxfU{x) = k{x)6{x)^ , on peut écrire 

n-l 

(16) d{ke''))^{x) - (d(fcr'))^,(x) = Y. Mx{x)k{x)9{x)\ 

A=0 

avec 

n-l 

Mx{x) = mx{x) + Y ibx'f^{x)dx^,bx^{x) - bx'f_,>{x) dx^,bx^'{x)). 

A'=0 

On choisit d'abord v— 1,1^' — Oetii'— fi + l dans 116|l . ce qui donne : 

ri-l 

id{ke))^{x) - (dfc)^+i(.T) = ;^m^A(a;)fc(:E)0(:r)\ 

A=0 

C'est la première partie de l'énoncé. Supposons n > 3. On peut alors choisir v — 2, 
v' = 1 cl ji' = ji + 1 dans (|16|l , ce qui donne : 

n-l 

{d{k6-'))^{x) - {d{k9))^+i{x) ^p^A(a;)fc(x)^^(x)^ 

A=0 

On a d'autre part les identités : 

{d{k9^))^{x) = 9{x){d{k9))^{x) + k{x)9{x){d9),,{x), 

{d{k9)),,+i{x) = 9{x){dk)^+i{x) + k{x){d9)^+i{x). 

Par soustraction membre à membre et compte tenu des formules obtenues juste au- 
paravant, on obtient : 

n— 1 n—1 

YPt^Àx)0{x)^ = 9{x)Y^T^MQ{^)^ + {^{^){dO)^.{x) ~ {d9)^+i{x)) . 

A=0 A=0 

C'est la deuxième partie de l'énoncé. □ 
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4. Début de la démonstration : la méthode standard 

4.1. Introduction. — La fin de l'article est consacrée à la démonstration du 
Théorème 12.41 Nous suivons le plan général de Bol |4], dont nous allons rappeler les 
grandes lignes. On pourra consulter |'6^ pour une présentation plus détaillée de cette 
méthode standard et de son arrière-plan géométrique. 

La méthode repose sur des idées antérieures de Blaschke. Étant donné un d-tissu 
de rang maximal ■K{n,d) :— (m + 1), on en choisit une base de relations abéliennes 
et on lui associe la famille de d applications Pa ■ Cg P™, définie par les colonnes 
de la matrice dont les lignes sont les {m + 1) éléments de la base. Comme Pa{x) 
ne dépend que de Ua{x), les points pi{x), . . . ,pd{x) décrivent des courbes dans P'". 
Ces courbes sont des invariants projectifs du tissu : à homographie près, elles ne 
dépendent du choix, ni des coordonnées, ni des fonctions de définition du tissu, ni 
de la base de relations abéliennes. Dans [J, Blaschke utilise cette idée pour prouver 
qu'un 4-tissu plan de rang maximal est algébrisable. En fait, ce résultat est équivalent 
à un résultat antérieur de Lie sur les surfaces de double translation, et Blaschke dit 
prendre pour modède la démonstration qu'a donnée Poincaré du théorème de Lie dans 
|10| . Cette première idée suffit pour démontrer que les (2n)-tissus de rang maximal 
sont algébrisables. 

Si d > {2n + 1), la deuxième idée essentielle consiste à montrer que, pour x G Cg 
fixé, les points pi{x), . . . ,Pdix) appartiennent à une courbe rationnelle normale C{x) 
d'un sous-espace de P™, une propriété qui est vérifiée par les tissus qui proviennent 
d'une courbe algébrique extrémale, et à étudier cette famille de courbes. Cette idée ap- 
paraît déjà dans |2], dans une situation plus simple. Il faut alors, pour mener l'analyse 
à son but, montrer que les courbes C{x) décrivent une surface algébrique de P"*. C'est 
à ce point que nous nous écartons de [2], |3] et [S]. Nous n'utilisons pas l'analogie re- 
marquée par Bol entre les conditons diférentielles du §3 et l'équation des géodésiques 
dans certaines géométries semi-riemanniennes. Nous faisons une démonstration di- 
recte. 

4.2. L'application de Poincaré. — On suppose n > 2 et d > 2n. On considère 
un d-tissu T en € C", de rang maximal en valuation < 1, défini par des fonctions 

. . . , Ud{x). On note : 

(17) l ■.= 2d-3n+l, m:=2d-3n. 
L'hypothèse nous permet de choisir l relations abéliennes 

Zi{x) = {zii{x), . . . ,Zid{x)), i = 1, . . .Z, 

dont les 1-jets sont linéairement indépendants. Avec un peu d'abus, on note z[ ^{x) 
les fonctions définies par 

dzia{x) = z[^{x)duc(x). 
La méthode de Poincaré consiste d'abord à introduitre les vecteurs 

(18) Za{x) = {Zic{x), . . . ,Zia{x)) ^<C\ Q! = 1, . . . , d. 



18 



JEAN-MARIE TRÉPREAU 



Par définition d'une relation abélienne, on a : 

d 

(19) Y.Z^{x)dUo,{x)=Q 



et : 



ou 



dZa{x) = Z'^{x)dua{x), a = l,...,d, 



Introduisons les matrices : 
/zii{x) . 

M{x) := 

\zii{x) 



M'{x) := 



zid{x) ) 



Viiix) 



Ad{^)\ 



'A dix)/ 



Les / lignes de M{x) rcpcsentent les relations abclicnncs de la base qu'on a choisie et 
ses d colonnes représentent les vecteurs Zi{x), . . . , Zd{x). 

Lemme 4-1- — Pour tout x voisin de 0, les propriétés suivantes sont vérifiées : 

1) les vecteurs Zi{x), . . . , Zd{x) engendrent un sous-espace de dimension {d — n) 
et sont en position générale dans ce sous-espace : 

2) toute famille à {d — 2n + 1) éléments extraite du système Z[{x), . . . , Z'^{x), 
engendre, ensemble avec les vecteurs Zi{x), . . . , Z4{x), l'espace C'. 

Dém,onstration. On peut supposer x = et un automorphisme de C' permet de 
choisir la base de relations abcliemies. On en construit une avec [d. — n) relations 
dont les 0-jets sont linéairement indépendants d'une part, {d — 2n + 1) relations de 
valuation 1 à l'origine et dont les 1-jets sont linéairement indépendants de l'autre. 
Notons encore 

Avec le choix qu'on a fait, les matrices M(0) et M'(0) sont respectivement de la 
forme : 



M(0) 



M'(0) 



où O est une matrice nulle, A une matrice de dimension (d — n) x d et B une matrice 
de dimension (d — 2n + 1) x d. Les lignes {an ■ ■ ■ d) de A et les lignes {bu - ■ - bi d) 
de B représentent respectivement des bases de solutions des équations 

d d 
^aala{x)=0, ^bJaixf = 0- 

La première assertion du lemme peut s'énoncer ainsi : toutes les matrices de dimension 
{d — n)x {d — n) extraites de A sont inversibles. Si ce n'était pas le cas, il existerait une 
combinaison linéaire non triviale des lignes de la matrice A avec au plus n coefiicients 
non nuls, c'est-à-dire ime relation de dépendance entre n parmi les d formes la{x). 
C'est impossible, puisque les la{x) sont en position générale. 
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La deuxième assertion du lemme peut s'énoncer ainsi : toutes les matrices de di- 
mension (d — 2n + 1) X (d — 2n + 1) extraites de B sont inversibles. Si ce n'était pas le 
cas, il existerait une combinaison linéaire non triviale des lignes de la matrice B avec 
au plus {2n — 1) coefficients non nuls, c'est-à-dire une relation de dépendance entre 
(2n — 1) parmi les carrés la{x)'^. Le Lemme l2 . 1 1 montre que c'est impossible. □ 

On note C''^"(a;) le sous-espace de C' engendré par Zi{x), . . . , Zd{x). Soit 

TT : C'\{0} ^ P" 

la projection canonique. (Rappelons que l = m + 1.) Le Lemme précédent montre que 
les applications Za ■ Cq C'(a;) induisent des applications 

(20) p„:Cîf^P"\ a=l,...,d, 

et que les points pi{x), . . . ,pd{x) engendrent un sous-espace P''~"~^(a;) de dimension 
(d — n — 1). L'application induite 

(21) P: Cîf ^G(d-n-l,m), P{x) =¥'^-''-\x), 

à valeur dans la grassmannienne des (d — n — l)-plans de P™, est « l'application de 
Poincaré » associée au tissu. 

Lemme 4-2. — L'application de Poincaré \21]) est une immersion. Pour toutx,x' G 
Cq tels que x ^ x' , 

(22) r'-'^{x, x') := P''-"-i(a:) n V^-''-^[x') 
est un sous-espace de dimension [n — 2) de l'espace P™. 

Démonstration. — Soit t ^ x{t) un arc analytique avec a:;(0) — x, x'{0) 7^ 0. On a : 
dt{Za o a;)(0) = {duaix),x'{0))Z'^{x), a = 1, . . . , d. 

Le coefficient {dua{x), x' (0)) est nul pour au plus (n — 1) valeurs de a (position 
générale). Le Lemme l4 . 1 1 montre que les vecteurs dt{Za ox){Q) et Za{x), a = 1, . . . , d, 
engendrent ensemble C'. En particulier, l'application t 1— > {x{t)) n'est pas 

stationnaire en i = : c'est la première partie de l'énoncé. 

Pour la deuxième partie, on note que, puisque l'espace engendré par les vecteurs 
{ZaOx){Q) et celui engendré par les vecteurs dt{ZaOx){Q) sont transverses, les espaces 
C''~"(a;(i)) et C''~"(a;(t')) sont transverses pour tout i,t' petits avec t ^ t' . Leur 
intersection est de dimension 2{d — n) — {2d — 3n + 1) = (n — 1). C'est la deuxième 
partie de l'énoncé. □ 

4.3. d = 2n ; le cas de Lie, Poincaré, Blaschke. — Rappelons que le fait qu'un 
4-tissu plan de rang maximal est algébrisablc est une autre formulation d'un théorème 
difficile de Lie. La démonstration qui suit, reprise de [Jj, montre la puissance de la 
méthode standard, sous la forme initiale due à Poincaré, en liaison avec le théorème 
d'Abel inverse. 

Si d = 2n, alors m = n et la grassmannienne des {d~n — l)-plans de P" est l'espace 
projectif P" des hyperplans de P". L'application de Poincaré 

Cîf-^P", a;h^P"-i(a;), 
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est une immersion, donc un difFéoniorphisnie local. On transporte le tissu T dans P" 
grâce à ce difféomorphisme. Dans un système affine de coordonnées de P" au voisinage 
de P"'~^(0), le tissu est linéaire. En effet, si a est compris entre 1 et d, la feuille du a- 
ième feuilletage qui passe par un point xç, est définie par l'équation {paix) = Vaixo)]. 
Son image sous l'action du difféomorphisme qu'on vient d'introduire est localement 
l'ensemble des hyperplans de P" qui passent par le point 'Paixç,)- Par dualité projective, 
c'est un hyperplan. 

4.4. Les courbes rationnelles normales C(x). — On suppose maintenant n > 2 
et d > (2ri + 1). Suivant le Lemmc |3.1l on introduit une base adaptée de 1-formes 
iûQ [x) , . . . , 1 (x) . On écrit : 

n-l 

(23) (iuQ(a::) = ^^(a;) ^^(a;)^ ^^(2:), Q! = l,...,d. 

Ai=0 

On a donc X]a=i "^a-ix) dua{x) = Y12=o {^l=i Za{x)ka{x)0aixY^ i^t,ix) et la rela- 
tion (|19|l devient : 

d 

(24) ^Z„(ï)A:„(a:)0„(x)^ =0, /i = 0, . . . , n - 1. 
On introduit les polynômes en t G C : 

d 

P{x,t) = l[{t~9p{x)), Pa{x,t)^ Y[(t-9p{x)), 
et la fonction : CJf x C ^ C™+i définie par : 

d 

(25) Z,{x,t) = Y, Pa{x,t)kc,{x)Z„{x). 

a=l 

C'est un paramétrage homogène d'une courbe rationnelle qui passe par les points 
Pi{x), . . . ,Pd(x) aux temps 9i{x), . . . , 6d{x), respectivement. 

Lemme 4-3. — Les points pi{x), . . . ,Pd{x) appartiennent à une courbe rationnelle 
normale de degré {d ~ n ~ 1) dans l'espace P''^"^^(a;) qu'ils engendrent. 

Démonstration. — On n'écrit pas la variable x, qui est fixée. On montre d'abord que 
le polynôme Zi,(t), qui est par définition de degré < (d — 1), est en fait de degré 
< Id-n-l). 

Définissons les nombres ak et cr^ (a) par : 

d d d-l 

n(^"^/3) = ^fTfe^^ et Y[{t-ep) = J2'^k{a)t'', a = l,...,d. 

P=l k=0 P=éa k=0 
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En écrivant P{t) = (t — Oa)Pa{t), on obtient les identités ak+i = (Tk{a) — OaCrk+i{a), 
dont on tire : 

crfc(a) = ^ é'^CTfc+i+i, A; 0, . . . , - 1. 
On peut alors calculer : 

d-l / d 

Dans le membre de droite, le coefficient de t'' est nul d'après (|24|1 si ^ < (n — 1) pour 
tout ^ < (d — fc — 1). Le polynôme est donc bien de degré < {d — n — 1). 

Dans un système de coordonnées de C^~"{x), on a = {Qi{t), . . . , Qd-n{t)), 

avec des polynômes Qi{t), . . . , Qd-n{t) de degrés < (d — n — 1). Comme les points 
Zi, . . . , Zd engendrent C'^~"{x), il est clair que ces polynômes forment une base de 
l'espace des polynômes de degré < {d — n — 1). Le lemme est démontré. □ 

Pour X G Cg, on note C{x) la courbe définie par le lemme précédent. Si x x' , 
les points de l'intersection C{x) Ci C(x') appartiennent à l'espace P"~'^(x,x') et les 
rappels du §2.4 montrent qu'on a : 

Lemme 4-4- — Pour tout x,x' G Cq tels que x ^ x' , les courbes C{x) et C(x') se 
rencontrent en au plus (n — 1) points, compte tenu des multiplicités. 

On peut affirmer que C{x) et C{x') se coupent en exactement (n — 1) points dans 
le cas suivant : Ua{x) = Ua{x') pour exactement (n — 1) valeurs de l'indice a. Les 
courbes ont alors les points correspondants Pa{x) = Pa{x') en commun. On montrera 
plus bas que deux courbes C{x) distinctes se coupent toujours en exactement (n — 1) 
points, compte tenu des multiplicités. 
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5. Suite de la démonstration : les courbes C(x) engendrent une surface 

5.1. Énoncé du lemme principal. — C'est le suivant : 
Lemme 5.1. — On suppose n > 3 et d > {2n + 1). L'application 

(26) p:C^xP^ ^ P'", 
induite par \25}) est de rang 2 en tout (x,t) G Cq x P-'^. 

L'énoncé est vrai si n = 2, à condition de supposer que la deuxième propriété du 
Lemme f3.2l est vérifiée, ce qui dans ce cas n'est pas impliqué par les autres hypothèses. 

L'image de l'espace tangent à Cg x C en un point [x, t) par l'application dérivée 
de p est la projection, par la dérivée de la projection canonique tt : C™^^\{0} P'", 
du sous-espace de C""*"^ engendré par les vecteurs : 

Z^,{x,t), dtZi,{x,t), dxoZi,{x,t), . . . ,dx„_iZi,{x,t). 

Il s'agit de montrer que cet espace est de dimension 3. Introduisons la 1-forme suiv- 
ante : 

n-l 

(27) n{x,t):^^tf'Uf,{x), {x,t) eC"^ xC. 

Le résultat cherché est alors une conséquence immédiate du suivant. 

Lemme 5.2. — On suppose n > 3 et d > (2n + 1). // existe un vecteur F{x,t) et 
des 1-formes T{x,t) et A{x,t) telles que^'^^ : 

(28) dZ^{x,t) = n{x, t) F{x,t) + rix, t) Z^{x,t) + A{x,t)dtZ4x,t). 

De plus les vecteurs F{x,t), Zi,{x,t) et dtZi^{x,t) sont linéairement indépendants. 

Ce lemme montre que si s i— > x(s) est un arc tel que x(0) — x, l'arc s t— > p{x{s), t) 
est transverse à la courbe C{x) au point p{x,t) si et seulement si x'{0) n'appartient 
pas au noyau de la forme linéaire n{x,t). 

5.2. Début de la démonstration du Lemme 15. 2L — On n'écrit plus les variables 
{x, t). Plutôt qu'avec Z^,, on travaille avec la fonction suivante : 



a = l 



t 



Rappelons que la formule dZ — X]"=o('^^)a' définit les fonctions [dZ)^. On a : 



dZ = " " dUa + Za d 

t Ua . 
a— 1 a— 1 



'''^La notation dZ-t,('x,t) renvoie à la différentielle de Z{x,t) en x. Il en ira de même dans la suite. 
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Compte tenu de la forme ]'2'3\i des du^, on a donc : 

Q — 1 a— 1 ^ ^ / / 

En difFérentiant la relation X]a=i -^a^a = 0, voir H24|) . on obtient la relation 

a— 1 a— 1 

qu'on décompose dans la base adaptée : 

d d 

(30) ^Z^.fc^e^î^-^Z^Cdfc^)^, A^ = 0,...,n-1. 

a— 1 a— 1 

On peut s'étonner qu'on utilise une seule des relations H24() : les autres sont en fait 
couvertes par le Lcmme f3.2l de même d'ailleurs que celles qu'on obtiendrait en écrivant 
que le second membre de (|23ll est une forme fermée. 

5.3. Un calcul. — La clé du calcul est le lemme suivant : 
Lemme 5.3. — Il existe des fonctions f^{x,t) et g^{x,t) telles que : 

(31) i(dZ)^ - (dZ)^+i = /^Z + 5,,5tZ, /i = 0,...,n-2. 

Démonstration. — Dans ce qui suit, l'entier /i G {0, . . . , n — 2} est fixé. Notons : 

t{dZ)^, - {dZ)^+i. 

Les formules (|29|) donnent : 



d d / , 



Les formules (|30|) permettent d'éliminer les Z'^. On obtient ainsi : : 

d 
a=l 

OÙ (rappelons que les différentielles concernent les x, pas les t) : 
Kfj^a = -(rffca)^ + t 

M + 1 



t — 9a 



t-9a [t- 9af 
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C'est (enfin) le moment de rappeler les formules suivantes du Lemme 13.21 : 

n-l 

\=0 
n 

9a{dda)fj. — {dda)fj.+l = ^ n^\0^. 



A=0 



On a donc : 
L 



1 û\ n—l j X n— 1 A — 1 



X=0 X=0 X=l A'=0 

De la même manière, on écrit : 



, , _ \ ^ ll'uX'^a^a _ \ " il'fiXl^a'' \ ^ \ ^ 



A=0 ^ ^ A=0 ^ ' A=1A'=0 

n 7, j-A " \ I, +A »i -"^-l -^'-1 

E T^I-i^l^a^ \ " ^nf^xKgl \ \ " \ " , ,A-A"/iA" 

A=0 ^ ' A=l A=2A' = 1A"=0 

On a donc, compte tenu de (|24|l : 

d /n-l \ 

a=l \A=0 / 

d / \ / \ 

Q=l \A=0 / \X=1 ) 

ce qui termine la démonstration du lemme. □ 

5.4. Fin de la démonstration du Lemme 15. 2L — On a montré : 

[dZ)^, = t{dZ)f^^i - Z - dtZ, /i 1, . . . , n - 1. 
On en déduit 

1 M — 1 

(dZ)^ = t^{dZ)o -ZY, t^U-\-i - dtZ Y *V-A-i, ti=l,...,n-l, 

A=0 A=0 

et une décomposition de la forme : 

dZ{x, t) = n{x, t) F'{x, t) + r'{x, t) Z{x, t) + A'{x, t) dtZ{x, t). 

Comme Z-i, = PZ, on en déduit p8|l avec 

F{x,t) ^ P{x,t){dZ)o{x). 

Il reste à montrer que F{x, t) n'appartient à l'espace engendré par Z(x, t) et dtZ{x, t). 
On a en fait le résultat plus fort suivant : F{x, t) n'appartient pas à l'espace C''~"(x) 
engendré par Zi{x), . . . , Zd{x). 
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On a : 

Comme le second terme de la somme appartient à C''^"(a;), il suffit de montrer que 

d 

X{x,t) = Pc.{x,t)ko,{xf Z'^{x) 

n'appartient pas à C'^^"(a;). On écrit, avec les notations introduites pour démontrer 
le Lemme 14.31 : 

d d-1 

= afc(a)t'=fc„(x)2z^(x) 

Q=l fc=0 

d d-1 d-k~l 
a=l k=0 1=0 

En différentiant les relations p4|l . on obtient que, si /i G {0, . . . , n — 1}, 

d 

En écrivant ceci dans la base adaptée, on obtient la même propriété pour les sommes : 

d 

Z'^{x)ka,{xfea{xY dua{x), /l = 0, . . . , 2n - 2. 

a=l 

On en déduit que X{x, t) est la somme d'un élément de C'^^"(a;) et d'un polynôme 
en t de degré < d — 2n. Le Lemme ETI nous dit par ailleurs que les classes modulo 
C'^~"'(x) des vecteurs Z'i{x), . . . , Z'j{x) engendrent un espace de dimension (d— 2n+l). 
Ceci implique que la classe de X{x, t) modulo C''~"(a;) ne s'annule pas. Le lemme est 
démontré. 
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6. Fin de la démonstration 

6.1. Introduction. — Armés du Lemme 15.21 nous nous retrouvons en terrain 
connu. Les articles déjà cités |4]) |2l et |2| fournissent plusieurs manières d'achever la 
linéarisation du tissu T. 

Dans leur livre [S!, Blaschke et Bol indiquent une voie que nous allons suivre. 
Résumons-la brièvement. 

On sait maintenant que les courbes C{x) sont portées par une surface 5*0 C P™. On 
déduira d'abord, du fait que 5*0 contient beaucoup de courbes rationnelles normales, 
que ^0 est contenu dans une surface algébrique S de P". On montrera ensuite que 
la famille des courbes C{x) est contenue dans une famille algébrique C, de dimension 
n, de courbes algébriques portées par S. Compte tenu des propriétés d'intersection 
des courbes C{x) et par continuité, on obtiendra que, par toute famille générique de 
n points de S, il passe une et une seule courbe de la famille C. Nous serons alors en 
mesure d'appliquer un théorème classique d'Enriques et de conclure que le système 
C est un système linéaire. Autrement dit, il est paramétré par l'espace projectif P", 
de telle façon que l'ensemble de ses éléments qui passent par un point donné de S 
est paramétré par un hyperplan de P". On se retrouvera ainsi dans une situation où 
l'argument utilisé dans le cas d — 2n pourra s'appliquer : le difféomorphisme local 
Cq ^ P" qui envoie x sur le paramètre de la courbe C{x) linéarise le tissu. Compte 
tenu du théorème d'Abel inverse, le tissu T est algébrisable. 

Remarque 6.1. — La démonstration initiale de Bol |4] n'utilise pas le théorème 
d'Enriques, mais des projections successives bien choisies, jusqu'à se ramener à la 
situation qu'on rencontre dans le cas d = 2n. L'hypothèse que le tissu est de rang 
maximal, et pas seulement de rang maximal en valuation < 1, est alors importante, 
au moins si l'on suit la démonstration de Bol pas à pas. Il n'est pas exclu que cette 
méthode plus élémentaire puisse être adaptée au cas général. 

6.2. Le point sur la situation. — Il est peut être utile de rappeler oii nous en 
sommes dans la démonstration. On suppose toujours d > (2n -|- 1) et n > 

On considère un d-tissu T au voisinage de G C", qui possède m+l — (2d — 3n + l) 
relations abéliennes dont les 1-jets sont linéairement indépendants. 

On a associé au tissu T une famille d'applications : 

Pa-.C^^^r', a^l,...,d. 

L'image de chacune d'elles est une courbe dans P™. La feuille JFa(a:^) du a— ième 
feuilletage qui passe par un point est donnée par 

Ta{Xi,) ^ {x e Cq , Paix) ^ Pa{Xi,)}, a = l,...,d. 



(^^Le cas n = 2 est permis à condition de faire l'hypothèse supplémentaire que la conclusion du 
Lemme 13.21 est vérifiée. Rappelons aussi que Cq désigne un voisinage de dans C", qu'on peut 
restreindre autant qu'on veut. 
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On sait que, pour tout x, les points pi{x), . . . ,pd{x) engendrent un sous-espace 
pd-ri-i^^-j de dimension [d — n — 1) et qu'ils sont en position générale dans ce 
sous-espace. De plus, l'application de Poincaré ainsi définie 

P'^-"-! : €^ ^ G(d - n - 1, n) 

est une immersion. Pour tout couple de points distincts e Cq, les sous-espaces 
pd-n-ij-^^ et P'^~"^^(a;') se coupent (transversalement) suivant un sous-espace 
P"^^(x,a;') de dimension {n — 2). 

On sait que, pour tout x, les points pi{x), . . . ,pd{x) appartiennent à une courbe 
rationnelle normale C{x) de P''~"~^(x), uniquement déterminée. Enfin, d'après le 
Lemme l5.ll il existe une application de rang constant 2 : 

p: Cî^ X pi ^ P", 

telle que, pour tout x £ Cq , t ^ p{x, t) est un isomorphisme de P'^ sur C{x). 

D'après le théorème du rang, l'image de p est une sous- variété lisse de P™, non 
fermée. On note cette surface 5*0. 

6.3. Propriétés d'intersection des courbes C{x). — On a : 

Lemme 6.2. — Pour tout couple de points distincts x,x' G Cq, les courbes C{x) et 
C{x') se coupent en exactement {n — 1) points, compte tenu des multiplicités. 

Démonstration. — On a vu que C{x) et C(x') se coupent en au plus (n — 1) points. 
(Rappelons que c'est une conséquence du fait que P''~"~^(x) et F'^~^^~^{x') sont trans- 
verses d'intersection P"~^(a;, x') et que toute famille de points d'une courbe rationnelle 
normale est en position générale dans l'espace qu'elle engendre.) Pour t € C voisin de 
0, soit x{t) G Cq le point défini par ui{x{t)) = 0, . . . ,Un-i{x{t)) = et u„(x(i)) — t. 
La courbe C{x{t)) contient les points pi{0), . . . ,p„_i(0), qui sont en position générale 
dans P™, donc distincts. Ainsi, pour tout t ^ petit, C{x{t)) coupe C(0) en exacte- 
ment {n — 1) points. Compte tenu du fait que les courbes C{x) sont contenues dans 
une surface, le nombre de points d'intersection de deux courbes distinctes C{x) et 
C{x') est constant quand x' varie un peu. D'où le lemme. □ 

6.4. La surface Sq est contenue dans une surface algébrique S. — En effet, 
donnons- nous un point de Sq et un voisinage Si de ce point dans S'q, contenu dans 
le domaine d'une carte affine de P™. On se ramène ainsi au cas où G 5i C C™. Il 
suffit de montrer que 5*1 est contenu dans une surface algébrique de C™. 

Au voisinage de 0, Si est défini par un systèmes d'équations, soit fp{x) — avec 
p = 1, . . . ,r. Considérons l'espace X des polynômes a; : C — » C" de degré < (d—n — l) 
et nuls en G C. Un élément de X est donné par la famille convenablement ordonnée 
de ses coefficients, soit a ~ {ai, . . . , on)- On note Xa le polynôme donné par a G C^. 

Si p G {1, . . . ,r}, quand on développe fp{xa{t)) en série entière de t, les coeffi- 
cients de la série obtenue sont des polynômes en a. L'ensemble X' des x £ X qui 
envoie un voisinage de G C dans 5*1 est donc un ensemble algébrique. Il contient 
des paramétrisations convenables des courbes C{x) qui passent par 0. L'image de 
l'application (a,t) i-^ Xa{t) est une surface algébrique de C™, qui contient S'q. 
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6.5. Le système Cq des courbes C{x) est contenu dans un système 
algébrique de dimension n. — On peut munir l'ensemble TZ des courbes 
rationnelles normales de degré {d — n — 1) dans P™ d'une structure naturelle de 
variété analytique lisse. Comme tous les courbes C G TZ sont équivalentes, il suffit de 
définir la structure analytique au voisinage d'une courbe, par exemple la courbe Cq 
paramétée par : 

x(i) = (l,t,...,t'^-"-\0,...,0). 

On peut alors introduire une famille suffisante d'hyperplans Hk transverses à la courbe 
Cq et paramétrer les courbes voisines de Cq par leurs intersections avec ces hyper- 
plans... Les détails sont laissés au lecteur. 

Il résulte du fait que l'application de Poncaré P''^"-! : Cq ^ Cî(d — n — l,m) est 
une immersion que l'application x i— > C{x) définit une immersion : 

(32) C : es ^TZ. 

On note Cq son image. 

La théorie des variétés de Chow montre que la variété TZ est une variété quasi- 
projective. Autrement dit, il existe une sous-variété (fermée) TZ' d'un espace projectif, 
telle que TZ soit isomorphe à un ouvert de Zariski dense de TZ' . On identifie provisoire- 
ment TZ à son image dans TZ' . Plus précisément, il existe aussi une sous- variété W de 
TZ' X P™, de dimension 

dimW dim7^+ 1, 

qu'on munit des projections canoniques 

: W ^ 7^^ TT : W ^ P™, 

et qui a la propriété suivante. Pour tout ^ G TZ' , son image réciproque ■ci7~^(^) est 
une courbe de W. De plus, si ^ G 7?., la projection tt induit un isomorphisme de 
cette courbe sur son image dans P™ et cette image est la courbe rationnelle normale 
représentée par 

Lemme 6.3. — La famille Cq des courbes C{x), x G Cg, est contenue dans une 
sous-variété algébrique irréductible C de TZ' , de dimension n. 

Démonstration. — Suivant 3 , on considère l'intersection C de toutes les sous- variétés 
algébriques de TZ' qui contiennent Cq. C'est une variété irréductible qui contient Cq et 
qui est donc de dimension > n. Il s'agit de montrer qu'elle est de dimension n. 

Si ^ G TZ' , on note aussi ^ la courbe t:{vj^^{£)). L'ensemble des ^ G C qui sont 
contenus dans S est une sous- variété de C qui contient Cq. C'est donc C. 

Pour tout x G Cq, l'ensemble des C qui coupe C{x) en (n — 1) points est un 
ouvert de Zariski d'une sous variété qui contient Cq, donc un ouvert de Zariski de C. 

De même, si ^ est un élément de C qui coupe toutes les C{x) en (n — 1) points, 
l'ensemble des ^' G C qui coupent ^ en (n — 1) points est un ouvert de Zariski d'une 
sous- variété de C qui contient Cq, donc un ouvert de Zariski de C. 

Finalement, si la dimension de C était > (n -f 1), deux éléments génériques de C se 
couperaient en au moins n points, ce qui contredit ce qu'on vient de montrer. □ 
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Au cours de la démonstration, on a presque vérifié que la famille C a les propriétés 
suivantes : 

Lemme 6.4- — Les éléments de la famille algébrique C sont des courbes contenues 
dans la surface S. Deux courbes génériques de la famille se coupent en (n — 1) points 
et, par toute famille générique de n points de S, il passe une et une seule courbe de 
la famille C. 

Démonstration. — Il reste à démontrer la deuxième partie de l'énoncé. Il résulte du 
fait que la variété C est de dimension n que, par n points génériques de S, il passe au 
moins une courbe de C. Comme deux courbes génériques se coupent en (n — 1) points, 
il en passe une seule. □ 

6.6. Conclusion. — Pour conclure, il suffit d'appliquer le résultat suivant : 

Théorème 6.5 (Enriques). — Soit S une surface algébrique et C un système 

algébrique de courbes sur S, de dimension n. Si la courbe générique de C est 
irréductible et si, par une famille générique de n points de S, il passe une et une 
seule courbe de C, le système C est un système linéaire. 

C'est en fait un énoncé de géométrie birationnelle et l'énoncé, tel qu'il est formulé 
est incorrect. Le système linéaire final peut ne coïncider avec le système initial que 
modulo un ensemble de dimension < n. 

Quoi qu'il en soit, l'énoncé signifie qu'on peut choisir C = P" comme espace des 
paramètres et que, pour tout point générique s E S, l'ensemble des ^ G C tels que s 
appartient à la courbe Ç est un hyperplan de l'espace projectif C, identifié à P". 

Comme on a dit dans l'introduction à cette section, en associant à tout x Ç. Cq 
l'élément de P" qui correspond à la courbe C{x) dans l'identification C = P", on 
obtient un difféomorphisme local Cg — *■ P" qui linéarise le tissu. 



30 



JEAN-MARIE TRÉPREAU 



Références 

[1] W. Blaschke, , Abh. Math. Semin. Hamb. Univ. 9 (1933), 291-298. 

[2] W. Blaschke, Uber die Tangenten einer ebenen Kurve fiinfter Klasse, Abh. Math. Semin. 
Hamb. Univ. 9 (1933), 313-317. 

[3] W. Blaschke, G. Bol, Géométrie der Gewebe, Die Grundlehren der Mathematischen Wis- 
senschaften, vol. 49, J. Springer, Berlin., 1938 . 

[4] G. Bol, Flâchcngewebe im dreidimensionalen Raum, Abh. Math. Semin. Hamb. Univ. 10 
(1934), 119-133. 

[5] F. Enriques, Una questione suUa linearità dei sistemi di curve appartenenti ad una su- 
perficie algebrica, Rend. Acc. Lincei (1893), 3-8. 

[6] S. S. Chern, P. Griffiths, Abel's theorem and webs, Jahresber. Deutsch. Math.-Verein. 80 

(1978), no. 1-2, 13-110. 

[7] S. S. Chern, P. Griffiths, Corrections and addenda to our paper : "Abel's theorem and 

webs", Jahresber. Deutsch. Math.-Verein. 83 (1981), no. 2, 78-83. 

[8] P. Griffiths, Variations on a theorem of Abel, Inventiones math. 35 (1976), 321-390. 

[9] L. Pirio, J.-M. Trépreau, Tissus plans exceptionnels et fonctions thêta. Annales de l'Inst. 
Fourier, à paraître. 

[10] H. Poincarc, Sur les surfaces de translation et les fonctions abéliennes, Bull. Soc. Math. 
France, 29 (1901), 61-86. 



SUR L'ALGÉBRISATION DES TISSUS 31 



Jean- Marie Trépreau, UMR 7586, 175 rue du Chevaleret, 75013 Paris ; trepreau@math.jussieu.fr 



